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A idéia de escrver sobre esse tema, vem da necessidade de tornar as demonstrações 
matemáticas mais "populares" no ensino fundamental e médio. Poucos os livros 
didáticos que demonstram os resultados matemáticos e cremos que elas têm relevante 
importância 
 no ensino de matemática. 
Eis os motivos que tornam 
 as demonstrações importantes 
 na abordagem dos con-
teúdos: 
• Fazer com que o aluno saiba como funciona o discurso matemático. 
Grande parte da evasão dos cursos de matemática no Brasil &I-se pela dificuldade 
corn que os alunos tem de se habituar a unia "nova" 
 matemática, Durante o en-
sino fundamental e médio, o aluno pensa que a matemática se resume a resolução 
de exercícios. Assim, sett conceit() sobre esta ciencia se resume a trabalhar com 
números. dada urna certa lei. Desta forma, quail& ele se dopara cori1 as demons-
trações, surgem dificuldades ímpares, mesmo porque ele nunca foi habituado a 
questionar se um resultado tdnha 
 ou não validade. Os resultados apenas eram 
apresentados e, conseqüentemente, aplicados aos números. 
• Ajuda no desenvolvimento do raciocínio. 
As demonstrações, por seu modelo de desenvolvimento lógico-formal, 
 através do 
manejo de hipóteses e resultados prévios para se alcançar novos resultados, são 
muito importantes para o desenvolvimento do 
 raciocínio. Atualmente o ensino 
de matemática 
 se resume praticamente à resolução de sentenças e problemas 
matemáticos, o que pouco ajuda no desenvolvimento do raciocínio. 
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• Fazer com quo o aluno, através do rigor que se instala na forma de 
pensar sobre a matemática, reflita este rigor para questões sociais, 
políticas, econômicas, culturais, etc. 
Trabalhando 
 corn demons trações em sala de aula, poderíamos ajudar a desen-
volver no aluno seu espirito .contestador, fazendo corn que ele questione os resul-
tados apresentados em sala e ajudo a construi-los. Desenvolvido o espirito mutes-
tador, espera-se que o aluno não questione apenas os resultados matemáticos ou 
de qualquer outra matéria que esteja aprendendo, mas que questione problemas 
que ocorram no meio onde 
 está inserido. 
5 
Capitulo 1 
Um pouco de História 
Segundo historiadores, na civilização egípcia 
 e bahilônica, cujo conhecimento matt:mail-
co era muito desenvolvido, não há registros de resultados demonstrados. E justamente 
pelo fato de possuirem uma matemática 
 tão desenvolvida para a época é que fica a 
interrogação de que resultados tão sofisticados fossem obtidos de forma empírica. 
 
Talles de Milleto foi o primeiro matemático a formular 
 proposições gerais de geome-
tria. Alguns historiadores 
 afirmam 
 que este filósofo teria demonstrado algum teorema , . 
mas há controvérsias. 
 
mais provável que 
 a inatemAtica, como ciêiicia dedutiva tenha se iniciado com 
a. escola pitagórica, cuja filosofia se alicerçava nos números. Os pita.góricos foram 
o8 criadores da matemática pura; dedicavam-se ao estudo da matemática por razões 
intelectuais. 
Nesse contexto, desenvolveram algumas partes 
 da geometria em cadeias de teore-
mas. A partir dai, aparece o 
 aspecto dedutivo 
 de urna forma, mais clara. 
Contudo, não foram os pitagóricos que introduziram uma axiomática para o desen-
volvitnento da geometria. Cabe dizer que durante a existência 
 da escola pitagórica, 
aproximadamente 200 anos, não foi de início que os integrantes conceberam a mate-
mática como urna ciência dedutiva. 
Além da própria filosofia da escola pitagórica, há de se considerar outro 
 aspecto que 
chamada "Primeira Crise da Matemática" com a descoberta dos incomensuráveis. 




Na seqüência, temos Os Mementos de Euclidesi. Euel ides construiu Os Elementos 
com base em 5 postulados e 5 axiomas. E claro que a axiomática de Euclid es apresenta 
várias lacunas, o que não desmerece a obra. Ela possui 465 proposieões, dentre as 
quais 93 são problemas e o restante são teoremas, todos demonstrados por um inaodo 
sintético. 
Os livros que tratam da história 
 da matemática afirmam que este método adotado 
por Euclides ern Os Elementos se tornou modelo de matemática perfeita por quase 
2000 anos (filial do 
 século 
 XIX inicio do século XX). 
Na época ern que viveu Euclides, no 
 período Ilelenistico, os grandes matemáticos 
que nele também viveram seguiram ou inspiraram-se 
 na obra de Euclides. Depois 
sobreveio o período greco-romano, onde a ciência grega, inclusive a 
 matemática, entrou 
em declínio e grandes obras da época não seguiram os padrões euclidianos. 
Posteriormente, na Idade 11/16dia, a produção cientifica na Europa decaiu 
 muito. 
Em paralelo a este período, 
 no Oriente Medic), a matematica se desenvolvia mas não 
havia preocupação corn a demonstração dos resultados. 
Sucedendo a Idade Média, no Ocidente, temos o Renascimento durante o qual a 
matematica também renasce de forma lenta mas bastante 
 visível. 
0 deseuvolvimento 
 da matemática nesse período até aproximadamente o século 
XIX : 
 foi um desenvolvimento ilógico. 
Por uni lado tínhamos a geometria de Euclides e como ainda havia a visão de um 
só espaço, de uma só geometria, ela permanecia ern seu pedestal. 
Por outro lado, não havia condições para o desenvolvimento em outras áreas que 
pudessem se sutentar em uma base axionititica como a geometria. 
No skirl() XVII nasce a Geometria Analítica e o Calculo. A Geometria Analítica 
foi criada por Descartes e o próprio, mesmo valorizando o método cinetifico, não se 
 
preocupou corn formalizações, isto é , 
 escreveu toda obra sem qualquer demonstração. 
O desenvolvimento do Cálculo pode ser medido basicamente pelas 3 tentativas, mal 
sucedidas, de Newton. 
Ainda faltavam alguns alicerces básicos, talvez percebidos previamente por 
D'Alembert. O Cálculo precisava de Lana teoria dos limites e, para fundamentar es-
ta teoria, a teoria dos números Reais precisava estar ben' fundamentada. E isto só 
aconteceu no século XIX. 
'Na verdade exist irain obras anteriores com a niesmoa finalidade mas se perderam 
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Os primeiros passos para a regularização do Cálculo, a exemplo de Cauchy, esbar-
raram na falta de consistência da teoria dos numeres 
 Reais. 
Muito se fez durante o século XVIII ern prol da fundamentação do Cálculo. Não 
sem motivo que este século á chamado de "Era Heróica da Matemática". Isto porque 
mesmo sem uma fundamentação necessária, o progresso no Cálculo foi muito significa-
tivo. Muitos matemáticos como Lagrange e Gauss buscaram por esta fundamentação. 
No que diz respeito as demonstrações, na tese de doutoramento de Gauss é de-
motistrado o Teorema Fundamental da Algebra e esta foi a 
 primeira demonstração não-
construtiva da história da matemática, isto 6, não seguiu o modelo grego da existência 
e da construção. 
No século XIX aconteceram alguns episódios que transformaram a matemática 
inclusive no aspecto demonstrativo. Esses episódios foram fundamentais para o desen-
volvimento da matemática. São eles: 
1. A descoberta da Geometria não-euclidiana 
2. A criação de Algebras não-comutativas 
3. A aritmetização da Análise 
 
4. A Teoria dos Conjuntos 
Até o final do século XIX, seja a matemática considerada nos padrões de Euclides 
OU seja a matemática como ela se desenvolveu ilogicamente (sem 
 moa boa fundamen-
tação), demonstração 
 é unia atividade intelectual que visava convencer a si mesmo e 
aos outros da verdade de alguma proposição. Alem disso, uma demonstraçdo deveria 
passar por uma análise mais profunda, surgindo assim a demonstração formal. 
No último ano do século XIX, 1900, a principal figura da geração mais velha era 
David Hilbert, que apresentou no Congresso Internacional 
 de Matemáticos, neste ano 
em Paris, 23 problemas os quais afirmou que seriam temas promissores para o século 
XX, o que, de fato, aconteceu. 
Nem todos os problemas propostos por Hilbert foram resolvidos completamente. 
Dentre eles se encontra a chamada hipótese de Merriam, considerado nos dias de hoje 
o mais importante problema em aberto da maternática pura. 
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Outro grande fato da história da, matemiltica neste século foi, seal dúvidas, a de-
monstração do que é chamado "0 Últirno noreina de Fermat". Seu enunciado é 
extreinamente simples. Consiste ern provar que não existe solução 
 inteira para 
x". 	
— 	 > 3. 
Muitos inaternAticos brilhantes calram frente 
 ao problema. Foi então que em 1903, 
Andrew Wiles assombrou o mundo ao anunciar a demonstração. Porém 
 a demolistração 
possuia 
 uni erro, o que levou Wiie a 
 trabalhar por niais meses até alcançar o 
resultado. A dernonstração apresentada por Wiles possui 130 páginas! 
NOS dills de hoje, o que ocupa muitos matemáticos são as 7 questões importantes 
da maternática que resistem há muitos anos As tentativas de solução. 
0 clay Mathematics Institute (OM de Cambridge. Massachusetts, que se dedica 
ao crescimento e disseminação do conhecimento maim:114-o, divulgou que há um fundo 
de 7 milhões de dólares destinados a premiar as soluções desses 7 problemas. 
Eis os problemas: 
1. P versus NP. Proposto por Stephen Cook ern 1971, é considerado uni problema 
crucial no campo da Lógica e da Ciência da Computação. 0 problema pergunta 
se a classe dos algoritmos do tipo P é igual à classe dos algoritmos do tipo NP. 
2. A conjectura de Hodge. Afirma que as variedades projetivas algébricas são 
combinações lineares racionais de ciclos algébricos. 
3. A conjectura de Poincaré. Estabelecida pelo matemático francês Henri Pohl-
care há quase 100 anos, afirma que a esfera de dimensão três é essencialmente 
caracterizada pela sua propriedade de ser simplesmente conexa. 
/1. A hipótese de Riemann. Considerado hoje o mais importante problema da 
Matemática Pura, afirma que os zeros da Função Zeta de Riemarin no plano 
complexo que têm parte real entre 0 e 1 estão sobre a reta Re(z) 
5. Existência de solução inteira da equação de Yang-Mills. A equação 
de Yang-Mills estabelece relações entre propriedades físicas das partículas de -
mentares e propriedades matemáticas de certos objetos geométricos. O problema 
consiste cm descobrir soluções desta equação que expliquem certos fenômenos 
físicos. 
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6. Existência de solução das equações de Navier-Stokes e regularidade. 
Matemáticos e Esicos acreditam que tuna compreensão profunda das egtiações 
de 
 Navier-Stokes permita descrever e prever fenômenos da dituUnica de fluidos, 
com aplicações à 
 aerodinâmica e h meteorologia, deluxe outras. 
7. A conjectura de Birch e Swinnerton-Dyer. Relaciona o comportamento da 
Punção Zeta de Riemann corn o número de soluções dc certos tipos de equções 
diofant in as  
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Capítulo  *), 
Algumas Operações 
 
2.1 Regras de Sinais 
, treinos de um resultado que deveria gerar muita 
 polêmica em saia de aula 
infelizmente, isto não acontece , O fato de o produto de dois números negativos 
t-c! tar em tun valor 
 positivo. 
Antes de demonstrar as propriedades que nos 
 interessam, vamos enunciar as pro-
priedades da adição e da multiplicação ern Z. 
Propriedades da Adição ern Z. 
Sejam a, bec E Z: 
a l ) (a + 
	 =- a (b e) , propriedade associativa 
(1?) a b = b a, propriedade comutativa 
a3) a -I- 0 	 proriedade do elemento 
 neutro 
 
a4) Va E Z, h EZIa b = O. este b é único e anotado por —a, propriedade do 
cicmcnto oposto 
Eis as propriedades para a multiplicação em Z: 
Seialn a, becE Z: 
m (ab)c = a(bc), propriedade associativa 
m2 ) ah = ha: propriedade comutativa 
ii 
7n3 ) a.1 a, proriedade do elemento neutro 
7114) ah =  0 (1 = 0 ou b = 
 O. lei do anulamento do produto 
d) a(b + 
 c = ah + ac, dsitributividade da multiplicação em relação a adição 
Demonstraremos agora, algumas propriedades dos números inteiros. 
Sejam a, becE Z. Então vale: 
a(h — c) ab — ac e (a — b)c ac — bc 
Demonstração: 
(2,(1) — c) 
	 ac 	 al(h — c) 
	 el 	 ab. Desta forma, a(b — c) 
	 ar 
a(b — e) = ah — ac 
ii) a.0 	 O 
Demonstração: 
a.0 a.(0 — 0) a.0 — a.0 
iii) —(—a) = a 
Demonstração: 
Por 
	 temos que a + (—a) O. 
Observemos que 
 a satisfaz a equação (—a) + x — O. Conseqüentemente, a é 
oposto de —a (que 6 o elemento indicado por —(—a)). 
iv) (-6)(b) —(ab) = a(—b) 
Den)onstração: 
a(-1)) .-4 
 aio  I (-1))1 	 a(0 — h) a.0 — (ah) d o - (ah) 	 (ah) 
Ademais: (—a)b " (0 — a)h 0.6 — (ab O — (ah) " —(ah) 
Isto mostra que 
 o oposto do produto a.b é o produto do oposto de um deles , pelo 
outro. 
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—( —ab) ah  
vi) (ah = ar e a 740) = h r 
 c 
Demoustração: 
ah — ar 
 = al) I [— (ar)] 	 ac i- Har)1 
	 ah ac 
	 O 	 a(b 	 O 
• 
Utria outra rnaneira de chegar nessas clemonstrações seria através da construção 
dos números inteiros. Assim as propriedades da adição e multiplicaçto que aqui 'foram 
d(Ainidas seriam demonstradas, bem wino, as propriedades aqui provadas. 
2.2 Potenciação (a° = 1. a 0) 
Podemos encontrar em qualquer livro que trate do assunto que (1.° = 1 por definição, 
quando a 7.L O. Algo que é definido não se demonstra. há 
 quem justifique o resultado 
da seguinte forma: 
ao , eel -7>2. 
A principio parece ser convincente, porém errado! Para "provarmos" o resultado 
acima usamos o seguinte resultado: 
: a" = a .a 	 VTI1,11. ENea0 
0 resultackr 
 acima é demonstrado e na sua demonstração usa-se o re:31111(1(10 de que 
a1 	 I. A primeira igualdade 6 válida em virtude da definição de que —1 	 a-n e pela 
a" propriedade am.a" = a'. Para demonstrar a propriedade que queremos, precisamos 
de mais uma propriedade: (am)" = an". Agora provemos a propriedade da subtração 
de potencias de inestrat base: 
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Para n 0, no primeiro membro da igualdade teriamos: amo 
 - am . No segued() 
membro: a : a ° - am : 1 - am . (Perceba que no desenvolvimento do segundo 
membro, usamos a definição de que = 1). Logo a propridedade é válida para 
11 	 0. 
Nossa hipótese de Indução e: a'" ak am-k vk E N 
Provemos que é válida para k 
aim 
	 k 1 
	 an?. 	 air& 	 1 	 am . ( ak 1) 1 
k 1 	 k L 	 arm (k. 
Provamos que a igualdade acima é 
 valida, logo, 
= am-1 ' Vin.n ENea 
• 
Agora fica bled perceber o erro da pseudo-demonstração exposta no inicio. É o 
tuestno que pe:.2...:ç,sseutos um teorema A para provar urn outro B e na denionstraçiio 
de A usAsseinos o tt!ovuttia B. Não faz sentido. 
2.3 Critérios de Divisibilidade 
Nosso sistema de numeração 
 é em base 10 (decimal). 
 Isto sign i (league podemos escrever 
um nrimero K da seguinte forma: 
K = (z„.10n + an _ 1 .10 -1 + a2.10 2 • • • 1-- 02.102 + al.10 1 a0.10° 
Ou 
K = a„.10" + a„_ .10" 1 + a„_2.10" 2 + • • • + 	 + ao 
Ou ainda 
it 
 - an an- 1 an-2 " • (12 (Liao 
Onde a , an- 1, an_..), • • .a.), ai e ao são algarismos. 
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Por exemplo: 
345 = 3.102 I 4.10 I 5 
430865 := 4.105 I- 1104 I 0.10s I 8.102 6.10 - I 5 
Esta forma de entender 08 números em nosso sistema decimal nos 
 ajudará a encon-
trar os critérios de divisibilidade abordados 
 no ensino fundamental. 
Os critérios de divisibilidade são proposições do tipo "se, e somente se". Por ex-
empla, 2 divide A se, e somente se, o algarismo das unidades de A for 0, 2, /I, 6 ou 
8. 
Para provar tal proposição, deveriamos partir primeiramente de que 2 divide A e 
provar que o algarismo das unidades de A 0, 2, 1, 6 ou 8, o que chamamos de "ida". 
Em seguida, devemos supor que o algarismo das unidades de A é 0, 2, 4, 6 ou 8 para 
provar .que A é divisive] por 2, o que chamamos dc whit'. 
Vamos nos restringir a provar a "volta", que é o que nos interessa para verificar se 
um número é divisível por outro. 
• Critério de divisibilidade por 2: 
Um número é divisive! por 2 se seu algarismo das unidades é igual a 0, 2, 1, 6 ou 
8. 
Demonstraçáo: 
Seja b = (6.1071 a„_ 1 .10" 	 (6_ 2 .10" 2 • - - a2 .102 + a j .10 + ao 
Colocando 10 ern evidência, temos: 
= 10(a„.10" -1 a„_1.1 0 -2 + a„_2.10" 
 -S + • - - + a2 .10 + 	 -I- ao 
	
evidelite que 2 divide 10(an .10,-1 -1- a,_1.10"--3 -Ean_21(r --3 + • • + a2.10 
	 ). 
Se ao é igual a 0, 2, 4, 6 ou 8, teremos que ao = 2k, para k=1, 2. 3 ou 4. 
Assim, 2110(a„.10" .1 an-1.10 2 1 an-2.10's - • • I 0,2.10 I a l ) c 21ao, o que 
nos permite concluir que 
2110(a„10" 
	
a,_1 10n 2 -I- Cl-n
_2 -1022-3 + • • + (i2 1 0 + al ) -I- au 
Logo, 
2la„.10" + a_1.10' 1 
 + (6_2.10" 2 -1- • • - -I- a2 .102 a1 .10 + au 
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• Critério de divisibilidade por 3: 
Um número é divisive] por 3 se a soma de seus algarismos for divisível por 3. 
Demonstração: 
	
Seja b = a.107 
 + 	 + an_2.10" -2 .1 • • • a2.102 + a1.10 + ao 
Na divisão de 10 (n. > 1) por 3 ternos 10 . = 3.qn + 1, onde q é urn número 
formado por n algarismos 3- Desta forma: 
	
b = ,.(3.qn + 1) + 
	 + 1) + an_2-(3.qn_2 +1) + • - • -I- 
l-a2.(342 + 1) + at- (3411 1) I ao 
Aplicando a propriedade distributiva: 
	
b = (a„.3. q„) + 
	 + (an_.1 	 „_ ) + an _1) + 
	 (in-2) 1
- - + 
(a.2.3.q2) + (L2 + (a 1 .341 ) + al) + 
 ao 
Colocando 3 em evidência, temos: 
b — 3((ctwqn) + (an r-qn r) + (an 2-q7 
 2)) + • • 
	 ( 0.2.q2) 
	 (a1•q1))+ 
	
+an + 	 + an-2 ' • - a2 al -I- au 
trivial quo 3 3((a„.q„) 
	 + (an_24,2 )) + • • -I- (a2 .q2 ) 	 (a l 
Logo, se 3 I (an + a„ + a , I -I- • • • + a2 + i + ao) teremos que 31/ 
• Critério de divisibilidade por 
Um número é divisível por 4 se o número formado pelos seus dois últimos algar-
ismos for divisive! por /1. 
Demonstração: 
Seja b = a7 .10a + an_ 1 .10" + an
_2-10" -1- • • • -I- a2 .102 a1 .10 + ao 
Para n > 2 temos que 4 I 1(r. Escrevamos b da seguinte forma: 
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Seja b 	 102 (a )1..1.0" -2 	 an_1.10" --3 -f- 	
- 	 0.2 .10) 
	 a1.10 + an 
Corno 4 1.02 (ah .1.(r
-2 I a7_1.107'. 	 a,_2.10" 	 I (1.2 .10) e 41(al.10 I ao), 
teremos clue 41b. 
• 
• Critério de divisibilidade por 5: 





a„.10" ah_1.10"-1 + a„._2107" + • • • + a2.1 02 + ai .1O ao 
evidente que 5 divide todas as parcelas da soma que compõem b com exceção 
de ao. Como ao 0 ou ao = 5, temos que 51a0 
 e conseqentemente 5¡1.). 
• 
• Critério de divisibilidade por 6: 
Uni número é divisível por 6 se ele for divisível por 2 e or 3. 
Demonstração: 
Seja h =  a lO+ a„_ .101' + ah_2.10"-.2 -I • • • + (21.102 + a 1 .10 + ao 
Na divisão de 10", n > 1 por .6 o resto é 4. 
Assim: 
b = an (6q„ -I-- 4) + 
	 + 4) J.- 0,2(42-2 4) ±•± a2.(6q1 + 4) + a u 
b = Geinan -1 - 4a„ 6q,:_1a11-1 -4- 4a„_1 F 6qh-2ah-2. lah-2 + - • • + 6qi a 	 4a -F ao 
Colocando 6 em evidencia, temos: 
b = 6(cinan+qn 'an- 1 + 2a„ 2 + • • • ±{hal) + (ao + 	 + • • • +Fan 2 +4 (¼ i ±1a) 
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Basta provar que (a u + 1a + • • + an-2 ± la_ 	 la„) é divisive! por 6. 
041 O fato de b ser divisível por 2 implica que 4 --1 	 1, 2, 3 ou 4 e o fato de b 
	
- 	 2 
ser divisive! por 3 acarreta que a o + a 1 
 + • • • + an-2 + a,, + a„ é múltiplo de 3. 
isto 6, ao + 
	 • - • an-2 art_ i -1 an = 3q para algum flamer° natural q. 1st() 
posto, 
(ao + 4a i 	 • - 1- 4(2,2 -f- 4a„_1 1- 4(.4, ) = 
-= 2 1.2(a + + 	 + an-2 -F 	 a„)I - 3ao 
= 2(2.3q 34) = 6(2q do ) 
Logo, 61b 
• Critério de divisibilidade por 7: 
Uni número N = aoai•• • an é divisível por? se ao + 3a l +2a2 -a3 - 3(14 -2a5 1 • • 
for divisível por 7. 
Demons E. ração 
Seja b 	 a» .10' 
 I a„_1.1v -1 I an_2 .10" -2 II a2 .102 	 a 1 .10 -I- a u 
Na divisào de 10' por 7, Vn E N obtemos respectivamente os restos 3, 2, 6, 4, 5 
e 1. Então temos: 
b ao + a1( 7q1 + 3) + a2(7q2 + 2) -1 a 3 (7q3 + 6) + a4 (7q4 + 4)+ 
+a5(7(./5 + 5 ) + as(7q6 + 1) + • • • + a 1 ,(7qn + 
Onde X E 1; 2; 3; 4; 5; 6. 
Observando que 4 = 7 - 3, 5 = 7 - 2 e 6 7- 1, temos: 
ao + ai(7q1  1-3) + a2(7q2 -1-2) + a3(7q 3 + 7-1) a4(7q4 + 7 - 3)1- 
1- a5(7q5 + 7- 2) + a( (ç16 + 	 + • .. an (7qn 
b = ao + 7a 1 q1 + 3a3. + 7a2q2 + 2a2 + 7a3 (q3 + 1) - a3 + 7a4 (q4 + 1)- 
-3a4 -1- 7a5(q5 -- - 2a5 + 7(146 + a6 + • • • + 7anq„ + 
b (al) + 3a 1 + 2a2 — a3 — 3a4 — 2a5 + a6 + • • + Xa)) )+ 
+ 7(aig1 4- a2q2 I  aa(qs + 	 a4(q4 I 1) 	 a5(q5 	 fi I 	 I- • 16.16 	 • • • -, anqn , 
Como, por hipótese, 7 I (ao -I 3a I 2a2 — a3 3a4 
 — 2a5 • • • I Xa„), logo 7 I b. 
• 
• Critério de divisibilidade por 8: 
Um número é divisivol por 8 se o número formado pelos seus tees últimos alga-
rismos for divisível por 8. 
Demonstração: 
Seja b — a.10n + a), 1..10„--1 an _ 2.1.0 1  2 + • • • + a2.10 2 a1-10 + ao 
Para n > 3 ternos que 8 I 10n. 
Escrevamos b da seguinte forma: 
Seja b 103 (a„.10" -3 a„_1.10" + 	 + • • • +a3.10) + a,.102 + ai .10 + ao 
Como 8 I 103 (a„.10".-3 I 011_1.1On-4 an_2.10"-5 I • • • I a3 .10), e 81a2alao, temos 
que 811). 
• 
• Critério de divisibilidade por 9: 
Urn número é divisível por 9 se a soma de sous algarismos for divisível por 9. 
Demonstração: 
Seja h 	 a„.10" -F a„_ .10" 	 - an_2.10".-2 + • • - F a2 .102 	 a.10 at , 
Na divisão de 1.0" (n > 1.) por 9 ternos 10" = 9.q„ -I- 1, onde q„ é um número 
formado por n algarismos 1. Desta forma: 
------- an • ( 9.qn 	 1) 	 + 1) -I- atz_ 3 • (9.q„- 2 -I- 1) -F • 
+a2.(0.q2 +1) + 	 +1) + ao 
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Aplicando a propriedade distributiva: 
b , (a„.9.qn) + 
 a -+ (an--1.94,2 _1) l- an 





- (a1- 942) 	 + 	 + 0, 1) -I-- au 
Colocando 9 em evidencia, temos: 
b = 9((an .q,) + 	 1 .qn 1 ) + (a, 2•(In 2)) + • • • + (a2 42) + (tii.(11))+ 
+a„ + 	 + a„-9 + - • + a2 + (1 1 4
- ao 
	
óbvio que 9 1 9 .((a„.qn) 	 (an-i.qn_i) 4- (a-n-2.(in-2)) + • • 
	 (a3.q2) + (ai•qt))• 
COMO por hipótese 
	
9  (a 	 an-1 + an-2+ • - + a2 + al + ao ) 
teremos que 9 1 b 
• 
• Critério de divisibilidade por 10; 
Um número é divisive] por 10 se seu algarismo das unidades for 0. 
Demonstragio: 
Seja b = a,).10" 1 an _1.10" - I I an-2.107)-2 I- • • • I 60.102 F a.10 I (10 
evidente que 10 divide todas as parcelas da soma que compõem o número b 





3.1 Progressões Aritméticas 
Por definição, progressão aritmética é toda seqüência numérica. em que cada termo, a 
partir do 2', é igual à soma de seu antecessor com um Hamer() constante r chamado de 
razão da progressão  aritmética. Eis a fórmula. do termo geral de uma P.A.: 
=a 4- — 1)r 
an é o n-ésimo termo da P.A., a i (1 o primeiro termo da P.A., it ("3 a posição que 
ocupa na P.A. e r, como já foi dito, é a razão dessa P.A. 
Antes de encontrar a soma de uma P.A. finita, provemos a seguinte propriedade: 
Numa P.A. finita, a sorna de quaisquer dois termos eqiiidistantes dos extremos 
igual a soma dos extremos. 
Demonstração: 
Sejam ap e aq dois termos eqUidistantes dos extremos de uma P.A. de n termos. 
(al; a2; • " 	 • " ; (J.q ; • • • ; an-t ; -an) 
Queremos provar que 
ap + a----- a l + an 
Então temos: 
ap a + (p — 1)r e aq = a t + (q — 1)r. 
2:1 
Somando estas igualdades membro a membro, obtemos: 
ap -I-- a = 2a 1 + 
 1(p—  + (q — 1)1r 	 ap a, 2a 1 + (p + q — 2)r (1) 
Por hipótese, ap e a„ são eqüidistantes, portanto p—l—n—qep+q—n I 1. 
Substituindo p q por n + 1 na igualdade (1), temos: 
2a1 + (n + 1 — 2)r = ap +a, 2a1 + Cm— 1)r ap + aq ai  + + (n — .1)r 
a /I 
Logo, ap 1 a — a I- a„ 
Vamos agora, encontrar a soma de ulna, P.A. finita: 
Seja a P.A. 
(al; a2; a3; • • • ;an -2 an- 1; a?1) 
Como a2 e an 1 , a3 e an _9, etc. são pares eqüidistantes dos extremos, sabemos que: 
-F 	 a3 -F 1n-2 	 • = 	 -F an 
Seja Sn a soma dos termos de uma PA. finita. 
 Então podemos escrever S.„ como 
S„ ai -I- al + a3 + • • • + 	 + a ou S — an + 	 + an_2 + • • • + + 
Somando as igualdades membro a membro e,. no 2" membro associando as parcelas 
termo a termo, obtemos: 
2S.„ (a l + a„) + (ai + an) + (al + an) + • • • + (ai + an) + (at + an) 
n parre* 
Logo, 2.5'n ---- (al + an,)n, ou ainda, 




3.2 Progressões Geométricas 
Progressão Geométrica é toda seciiiância, em que cada term() ; a partir do segundo, é 
igual ao seu antecessor multiplicado por um número contante q. Eis a fórmula do termo 
geral de uma. P.G.; 
n. 1 
Onde a„ é o n-ésimo termo da P.C., ai é o seu primeiro termo, n é a posição que 
ocupa na P.G. e q é sua razão. 
Vamos deduzir a fórmula da soma dos termos de urna P.G. finita. 
Seja (a 1 ; a2; 0,3; • • • ; a„ i ; an ) uma P.O. de razão. q. Vamos representar por S„ a 
sorna de seus n termos. 
S„ = a 1 -1 0.2 
- 1 0.3 -I- • • - I an _ I I - an 
Esta soma também pode ser escrita da seguinte forma: 
— 
 a + aiq + a le + ale + • • • + 0147" + al q"-1 (1) 
Multiplicando ambos os membros da igualdade (1) pela razão q, teremos: 
	
eiS„ = aiq + ate -F ale 	 + • + a 1 q 	 + a l e (2) 
Subtraindo membro a membro a igualdade (1) da igualdade (2), obtemos: 
qSo — 	 (aiq + ay.? + 	 a l qd -1- • • • 1 a le 1 ake)1- 
	
a l q + al e + 	 + • . • + ae--2 + Q qfl  1)] 
— — (aig -F ale + 0.q2 + oq4 + • • • a l e 	 a l (f)+ 
— aig — a1q2 — ale — 	 — (1107t 2 	 cr 
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Associando as parcelas do 2° membro de forma pertinente: 
Sn (q —1) = 
	 + (al q — q) (ale 
- a q2 ) (ale  
-1-(0.0 4 — ao4) 	 (ale — ate 1 ) - I- ale 
Sn (q — 1) — (J, k a i ti" 	 Sn (q — 1) 
	 fr —1) 
E. finalmente: 
ct i (q" —1)  
(q 7.4' 1 ) q — 1 
Para q 1 a fórmula que da a soma dos termos de uma P.G. não está definida. 





4.1 Função Polinomial de Grau 1 
Chama-se função polinomial de grau I, toda fun(*) definida de R em IR por 
f (x) = ax + b 
Min a, b E 
Por exemplo: 
1. f (x) —2x + 5 
2. g(x) — x 
3. h(x) = — 2 
No estudo de funções, não apenas as polinomiais,  dá-se enfase ao estudo das raizes 
das funções. Estas por sua vez são os valores assumidos por x quando f (x) = O. 
E fácil verificar que a raiz de uma função polinomial de grau I é --. De fato 
ax+b—O; 	 >ax— b 	  x — -- 
a 
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Provemos eutão, que o gráfieo de wna função polinomial de grau 1 6 ulna reta.: 
Consideremos três pares ordenados que satisfaçam a função y = ax --F b. (a ¡- 0), 
que é uma função polinomial de grau 1: 
A = 	 Y1), B ( 2:2, Y2) e G = (x. y3 ) 
fY 
E 
e 	 (-1 
—I.. 7 	 :4 
- 






Y2- ,./ i 	 / 	 Y1 
, 	 . 	 AI 
A 	
.././a, 
A — — 
0 	 x2 - x 1 e 
: 
	it- 
xl 	 ›.1.- -) 	 x3 	 x 
Se os pares ordenados A. B e C satisfazem a função, outdo temos: 
(1) Yi axi + 
(2) y2 = ax2 + b 
(3) y3 = ax3 + b 
Subtraindo a equação 1 da equação 2 e a equação 2 da equação 3, obtemos: 
— Y1 a(X2 x1) e y3 — 3i2 = a(x3 — x 2 ). Conseqüentemente: 
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y2 - 
e a 	 13 -Y2 . Logo, 	 —Y2 Yi 	 — = 	  = 
x2 — Xj X3 - X2 
	 X9 - Xi X3 - X2 Podemos concluir que os triângulos 
 possuem dois lados proporcionais e, além disso, 
são triângulos retângulos. Logo, os triângulos são semelhantes, o que implica que os 
ângulos a e 
 Ø são congruentes e, conseqüentemente, os pontos A, B e C (. stito alinhados. 
E se estão alinhados, pertencem a lima única reta. 
4.2 Função Polinomial de Grau 2 
Chama-se função polinomial de gnAti 2, ou função quadrática, toda função definida de 
R em R por 
(x) = a.? + bx 
com a, b, cEIRea O. 
Por exemplo: 
(1) f (x) = 45x 2 — 2x I 5 
x2 (2) (z) - -72- 
(3) f (x) = —:3x 2 x 
Os números a, bec são os coeficientes do trinennio ax2 Fbx I- c. Note que o coeficiente 
deve ser diferente de zero pan, garantir que a função polinomial f (x) = 	 bx I c 
seja de grau 2. 
No que diz respeito a estas funções,  vamos estudar suas raízes, seu gráfico e SW 
fatoração. 
4.2.1 Raizes de uma função polinonnal de grau 2 
Vamos manipular a equação ax 2 I bx I c= 0, a O e ver o que acontece. (0 ideal 6 
conseguirmos isolar a varivel x para assim encontrarmos as raízes).  
ax2 bx + c — 
Multipliquemos ambos os membros por 
4a2x2 labx + • lac — 
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Somemos b2 ern ambos os Membros da equação: 
4a2 x 2 4abx 1- b2 I- 4ac = 
Agora temos urn produto notável: (4a2 s2 4abx 	 = (2ax 
-I- 02 ) 
(2ax I h) 2 -I- 4ac 	 b2 
Somando o oposto de 4ac em ambos os membros obtemos: 
(2ax b) 2 = b2 — 4ac 
Extraindo a raiz quadrada em ambos os membros: 
2ax b — ±Vh 2 — lac 
Observe que neste passo, usamos a definição N/F2 = 	 fazendo 
.V(2ax + = Vb2 — 4a( 
12ax I b = Vb2 — 4ac 
Usando agora a definição de módulo, 
2ax b, se 2ax b > 12ax FbJ= 
— (2ax b), se 2ax b < O 
teremos: 2ax b = Vb2 — 4ac ou 2ax b — — Vb 2 — 4ac e podemos escrever: 
2ax F h — ±s/b2 — 4ac 
Finalmente somemos o oposto de h em ambos os membros e em seguida multi- 
plicamo-lo por —1 a 0: 2a' 
—b ± Vb 2 — • lac 
x 	  2a 
Agora façamos os mesmos procedimentos para f(x) = — 4x ± 3: 
X2 — 4X ± :5 = 
Multipliquemos ambos os membros por 4 (4a) 
4x2 — 16x -I- 12 = 0 
Somemos em ambos os membros da equação 16 (b2 ) 
4x2 — 16x 16 -t- 12 16 
(2x — 4) 2 12 = 16 
Somando o oposto de 12 em ambos os membros obtemos (-4ac) 
(2x — 4) 2 16 — 12 
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Extraindo a raiz quadrada em ambos os membros: 
2x — 4 — 
Finalmente somemos 4 (—b) em ambos os membros e em seguida multiplieamo-lo 
por — 2 	 2o, 
— 	
  2 
4.2.2 Soma e Produto das Raizes de uma Função Polinomial 
de Grau 2 
Seja a equação 
ax2 + bx + — 0 (a 7z 0) 
Se A -= 	 4ac > 0, a soma das raizes dessa equação e; dada por --b e o produto 
e 
das raizes por —. 
a 
Demonstração: 
Sejam a e ,8 as raizes da equação; temos então: 
	
—b \a. 	 —b — ArE 
a --- 	
 2a 	 2a 
Soma das Raizes: 
—b + /—b 
cx+ =  	 a -1. 3. = —2b 	 b a — -- 2a 	 ' 	 2a 	 a 
Produto das Raizes: 
a 3= (-1) .VZ:\) (—b —  va) .1 -- 
	
2a 	 2a 
Efetuando a multiplicação, temos: 
4a2 
Substituindo A por b2 4ac, vem: 
— (b 2 — 4ac) 	 , 
a.3 = 	 4a2 	 ' 	 a 
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• 




	 e X2 = 	  
2a 	 2a 
e teremos: 
	
—b -1- i vc-E —b—i—V:=7S _ IP — ( i 2 ).0 	
— '60 2 
-= 	  XI-2 	 . 	 = 
2a 	 2a 	 4a2 
b2 — A 
4a2 	 4a2 
	
ja, que sendo A <O, \A—A) 2 	 — A: = 
4.2.3 Gráfico de uma função polinomial de grau 2 
Para respondermos esta pergunta, basta conhecermos 0. delinição de parabola e saber 
e01110 calcular a dist nicia entre dois pontos no piano. 
Parábola é o lugar geométrico dos pontos que eqüidistam de um ponto fixo F, 
chamado foco, e de uma reta fixa d, chamada diretriz. 
A distancia entre dois pontos A e B no piano é calculada por: 
c/(A,B) 





De fato, dados dois pontos A e B no piano cartesiano, vamos deduzir uma 
 fórmula 
que permita calcular a distância de A até B, a 
 qual sera representada por d( A ,m. 
Analisando a figura acima, é fácil perceber que a distancia entre dois pontos (quando 
as coordenadas x e y sac) distintas) é a medida da hipotenusa de um triângulo 
 retângulo. 
Vimos que, através do Teorema de Pitágorasi podemos calcular esta medida. Logo: 
dtA.B) (xA - x8 ) 2  (YA + YB) 2 
V(a:A — :rB)2 -+ (yn + yn)2 
Agora provemos que o gráfico de uma 
 função polinomial de grau 2 6 uma parábola: 
Observando o gráfico abaixo, a distancia de F até um ponto qualquer da parábola 
deve ser igual h distância deste ponto até a reta diretriz: 
'Este teorema será demonstrado na seção I do capitulo 9 
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d(p,p) =d(P,D) 
x) 2 + — 	 -Ox — x) 2 + (y —  d)2 
Elevando ambos os membros ao quadrado e desenvolvendo Os quadrados observe 
que neste caso sabemos que o radicando é positivo por ser soma de quadrados; logo: 
.0(in _ 42 	 _ 0212 	 _ 2;y2 	 _ 2 
e 
,V1(X 	 )2 (y _ (0212 - (x x)2 (y (1)2 
7n2 
— 2nix + x2 n2 _ 2ny y2 y2 2d,y 
 t & 
Somando o oposto de y2 em ambos os membros: 
rn2 — 2rnx I- x2 -I- 712 2ny = —2dy 
 U (1,2 
Somando 2ny e o oposto de d2 , obtemos: 
at2 — 2Tax + x2 + n2 — & = 2ny 2dy 
Organizando de forma pertinente as parcelas do primeiro membro e colacando y em 
evidência no segundo, tern-se: 
x2 — anx + ni2 + 712 — = y(2(n, — 
Dividindo ambos os membros por 2(n — d), (n — d) O: 
2 
	
2mx 	 171 2 + n2 _ d2 
2( 1?. — d) 	 2(n, d) 	 2(n — d) 
2 XlflX 	 I7 2 ± n2  —d2  y 
2(n — d) 	 (71 — d) 	 2(rz — 
1 	 an 	 m2 + n2 _ d2 
a— 	
 b 	 e c = 	  2(n — d) 	 n — d 	 2(n — d) 
y = ax2 bx -1 c, (a 0) 
Partimos da definição de parabola e chegamos numa função que node ser expressa 
por y ax2 bx c, 0), que, conseqüentemente é uma função polinomial de 




(x) — ax 2 -F bx + c (a -/ 0) 





+ —a a 	 a 
Corno + i3 — 	 e a.0 — —
a
, a última igualdade pode ser escrita desta forma: 
a 
.f(x) 













Quail& inicia-se o estudo de logaritmos. aprende-se que des foram criados com a 
finalidade de simplificar efileulos. Primeiramente vamos definir o logaritmo. 
Se a. b E 
	 e a74 1 , o logaritmo de b na base aé um número real x tal que a — b. 
Anotamos: 
loge b = x 
log, 
 b = x 
	 a = b 
Agora vejamos as propriedades que mostram umas das utilidades de se trabalhar 
coin logaritmos. 
Propriedades Operat6rias dos Logaritmos 
Logaritmo do produto: loga(b.c) = toga?) H losh,c 
Demonstração: 
Sejam: 
loga(b.c) 	 t 	 b.c 	 at 	 (1). 
logab = x b a (2). 
logac = y c = ay (3). 
Nosso objetivo é mostrar que t x 
Multipliquemos as igualdades (2) e (3) membro a membro: 
b.c — 
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Da igualdade (1), sabemos que b.c = at , portanto at = ax.av. 
Logo, t — x + y 









C= a3" 	 (3). 
Nosso objetivo é mostrar que t -= — y. 
Dividamos as igualdades (2) e (3) membro a tnembro:( c O e V, 0) 
b 
c 	 all 
Da igualdade (1), sabemos que -
c 
a', portanto a' — 	 ax-Y. 
Logo, t x 
3. Logaritmo da Potência: logab" = 
Demonstração: 
Façamos log„IP = t (1) e (Lloyd) = x (2). Devemos provar que I = x. 
Desenvol vendo (1), temos: a' = b°. 
Agora. (!om o desenvolvimento de (2), obtemos: log„b — 	 a — b. 
Elevando ambos os membros da igualdade ao expoente a: 
= r<4 	 . 
Como at -- V' e a=b, podemos concluir que at--= ax, logo, t =  x. 
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4. Logaritmo C:QM potência na base: logcob — -7.-.1og ab 
Denioustraçao: 
Igualando o primeiro membro a t e desenvolvendo-o, obtemos: 
logob t 
	 (a0) 	 b 	 — b. 
Agora igualemos o segundo membro a. x e desenvolvdmo-lo: 
1. 
71- logab x 	 logab — ,(3.x 	 b 
Para provarmos a igualdade inicial. basta mostrarmos que I — x. 
Como .a131 = 6 e a = 6, então 
 
Logo I — x. 
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5. Mudança de base: ogab  
Deuionstração: 




log„b t  <= at = b e ioqh = x <=> 	 b, portanto, a t  — c, 
Por outro lado, ioyca — y <#. = 
Substituindo a de .(1) por 031 , obtemos: 
(0) ! = 	 c9-1 = CX 	 y.t = x. 
Logo I — —x . 




6.1 Teorema da Decomposição 
Todo politiõrnio 
P(x) — ax" + an_1xn e -1 + a2f 2 	 • + ax + ao 
com a, 74 O pode ser decomposto em n fatores do I' grau na forma 
P (x) an(z — a 	 — (1'.2)(x — as)• - • 	 — an) 
onde os números complexos a, a2. a3 , • • , ct„ são as raizes de P(x). 
Demonstração:  
De fato, se 
P(x) = a„xn + 	 + an _2x4-2 + - • + aix + ao 
vamos chamar a, de coeficiente dominante de P(x). Assim, se an 0, gr(P) = n. 
Pelo Teorema Fundamental do Álgebra (T.F.A) (Toda equação polinomial de gran n, 
n> 
 1 , possui pelo menos uma raiz complexa.), se it > 1, P(x) possui pelo menos uma 
raiz complexa 
 1i  Logo, P(x) pode ser escrito na forma 
P (x)-(x-Q 1 ) .(2 1(x) (1 ) 
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onde 
 Q  (x) é de grau 77 — 1 -e seu coeficiente dominante é an . Novamente, pelo 
T.F.A., se gr(Q 1 ) > Q I (x) possui ao menos urna raiz complexa 2. Logo, 
Q1( x) - (x - a2 ) .Q2 (x ) (2) 
e, de (1) e (2), 
P(x) = (x — a i )(x — a2)Q2(x) 
onde o coeficiente dominante de Q2(x) é a n. e gr(Q2) — ri — 2. 
Seguindo essa mesma linha de raciocínio, concluímos 
 que P(x) pode ser escrito na 
forma 
P(x) = (x — ai)(x 02)(x — 0:3) • • • (x an)•Qu(x) 
onde o coeficiente dominante de Q„(x) é a„ e gr(Q) — O. Conclui-se que Q„(x) 
e, portanto, que 
P(x) = an (x — a i )ex — cy 2)(x — a3) • • (a: — a„.) 
• 
6.2 Teorema do Resto 
0 resto da divisao dc u polinômio A(x) pelo polinômio ax b, coin a L  0, é o valor 
numérico de A(x) para x --b 
a 
Demonstração: 
Assim, na divisão de A(x) por ax +b, temos: 
A(x) 	 (ax b).Q.(x) 	 R(x) (1) 
Onde R(x) O ou gr(R) = 0, pois o dividendo ax + b  é do 1" grau. Conclui-se que 
o resto é constante, isto é, ele não depende de x. Para calcular o valor do resto, vamos 
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substituir x por --
a 
na identidade (1), obtendo: 
+b (2(.0 I? L 	 (1, 
A (
--






7.1 Primeira Relação Fundamental 
Vamos provar que, qualquer que seja o arco de medida a, vale a re1a4to: 
sin2 a + cos2 a = 1 
Para qualquer um dos dois casos apresentados nas figuras, as medidas dos catetos 
do triângulo retângulo OPQ, são: 
PQ = l sin al e OQ = Jcosal  
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Pelo teorema de Pitágoras 
PQ2 + 0Q2 = 
 1 == I sin al 2 + cos al 2 = 1 
Como 161 2 = b2 , 'lb E R, a última igualdade fica: 
sin2 a + cos2 a --- 1 
a 
7.2 Segunda Relação Fundamental 
Vamos provar que, para qualquer arco de medida a, tal que cos a 	 0, é válida a 
seguinte relação: 
 





Para os dois casos apresentados nas figuras, note que as medidas dos catetos dos 
triângulos OQP e OAT são: 
PQ=  I sin al e OQ =- I cos al 
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AT --- I tan al e OA =1 
Como QP AT temos L\OQ 	 AOAT. Então: 
 
AT OA 
	 I tan al 
	 1  
l tan al QP OQ 
	 I sin al 
	 I cos al 
I sin al 
I cos al 
sin a Como em todos os quadrantes os sinais de tan a e — são idênticos, teremos: 
cos a 





Binômio de 1\.1  -L 	 V..2 /._.9 1_ A. 




binornial, e indica-se 1)01 	 o ar 	 . ntimero assim 
	 nid defio: ( 
P . 
pqn p)! 
H. pENe ri > p 
Provemos a relação de St ifel: 
Para dois mitneros binomials consecutivos quaisquer, vale a relação: 
(n) 	 n 	 1 






(n 1).!  
\p+ l) 	 (p 1)!(n p)! 
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Então temos: 
(n) 	 ( 	 ri! 	 (7) I 1)n! I (n - p)n! 
p 	 p -I 1) 	 p!(71- p)! 
	 (p -I- 1)!(n - p - I)! 
	 (7) - f 1 )!en - P)! 
n!(p I 1 I ri - p) 
	 n!(n. I I) 	 (n 	 1)! 	 (77. I 1) 
(p + 1)!(n - p)! 
	 (p + 1)!(n p)! 
	 p + 1)!(n - p)! 
	 \p + 1) 
Eis o teorema. do Binômio: 
Sejam a e b inteiros e n wn inteiro positivo. Entdo, 
(a + b)" - (ri) a' - (1) a"- b + na"-2b2 - - + 
	 71. 	
n
)ab".-1 + ()b'" 
	
0 	 2  
Demonstração (por indução sobre n): 
Para ri I, temos: 
(sa + b)1 =- + ( 1 ) =' a + 6 
Logo, o teorema é valido para n 1. 
Vamos supor que o teorema seja válido para ri 	 k, que sera nossa hipótese de 
indução:  
(k) bk (a -I i - (0k) ak 
 i (k3ak- lb (.2k)ak-2 b2 1- • F 	 abk- (k k  
Temos que provar que: 
(a+b)k-L1 = 	 + 	 k 4 1+ (k 
	
0 	 )akb+ + 	 k-1 
	
2 	 tl" b +• • '+(k 1)abk + (k 1)b" + 
De fato: 
+ 	 - + b)(a + b)k - a(a + b)‘ + b(a + b)k  
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Pela hipótese 
 de indução, temos as seguintes igualdades: 
a(a + 	 — ( k) ak+ 1 (k)kb ( c) ak- 1 b2 + 	 + 0 	 1 	 2 0,2 b k -1 
(k2.a k: b(a + b)k (k)akb + (k)ak- ' b2 	 .) k -2b, 	 ( k i ) abk  
Somando as igualdades membro a membro: 
bk-i- 
k) 
(a + b)k+1 (k)ak+1 + {(k) + (k)} a k b + {(k) + (k)} L 1 b2 + • + 0 	 1 	 0 	 .2 	 .1
• 
{ Gk.() 	 -- k ) abk 	 + 
Pela Relação de &del demonstrada anteriormente: 
a b 
	 (k I 1
j
) abk (k) bk+i + b) k+1 	 (k )ak +1 + 
k  
Ainda temos que: 
(k +1) e (k) _ + 
o j Vzj Vc+lj 
E finalmente: 




Neste capitulo serão apresentados os dois princípios de indução que nos possibilitam 
verificar questões que dizem respeito ao conjunto dos números inteiros. 
Eis o Primeiro Princípio de Indução para o conjunto dos números Inteiros (Z): 
Seja a um número inteiro e suponhamos que a cada n > a esteja associada urna 
afirmação Poo. Admitamos ainda que seja possível provar o seguinte: 
(1) P(a)  6 verdadeira. 
(2) Para todo r > a, se P(,) é verdadeira, então Po.+ 0 também é verdadeira. 
Nessas condições Poo é verdadeira para todo n > a. 
Demonstração: 
Seja L = Ix E Zix > a e P(x ) é falsa }. Basta provar então que L = 0. 
Se L 0, corno L é limitado inferiormente por a, temos que in = minL, ou seja, 
mELem <xVxEL. 
Assim, 
 P(m ) é falsa e in > a; como Poo é verdadeira, teremos in a, ou seja, m > a. 
Então 
a < in —1 < 7n 
Logo, m 	 L pois 6 menor que o mínimo e P( n_ i ) é verdadeira. 
Mas pela condição (2), se P( n_ l) verdadeira, en-610 P(n_ i+i) = Poo é verdadeira. 
Isto 6 urna contradição pois P(m) 6 falsa. 
Logo, L = 0. 
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Segundo Principio de Indução: 
Seja Poo associada a todo n maior que ou igual a urn certo a E Z, dado a principio. 
Suponhamos que seja possível provar as duas condições a seguir: 
(1) P(„) é verdadeira. 
(2) Para todo r > a, se P(k) é verdadeira sempre que a < k < r, então 
	 também 
verdadeira. 
Então Poo 6 verdadeira para qualquer n > a. 
Demonstração: 
Seja S = {m E Zjnt > a e Pon) é falsa 1. Basta provar então que S = O. 
Admitamos que se pudesse ter S # 0 e seja rn o min(S). Como P( a ) 6 verdadeia, 
devido a hipótese (1) então ni0 > a. Logo, para todo k E Z, a < k < mo , P(k) é 
verdadeira -(pois mo é o mínimo dos 'in > a para os quais P(m) é fitlsa). Donde, pela 
hipótese (2), P(771.0) também é verdadeira, o que é absurdo. 
 
Assim, efetivamente S = 
 O e P(n) é verdadeira para todo n > a. 
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Vejamos agora algumas aplicações da Indução: 
1. Prove que 2'41 > n + 2, Vn > —1: 
DemonstrKk: 
Para n — —1 temos: 
	
2(-1)-" = 21) = 1 	 (-1) + 2 
Logo, para n -= —1 a desigualdade é valid& 
Seja r > —1 e suponhamos 2r -' 1 > r ± 2. 
Devemos provar que para n = r + 1 a desigualdade é válida: 2 ( r+h )-'-1 > (r t 1) I- 2 
De Cato: 
2(r+1)-4-1 	 2 1 .2  
Por hipótese de Tiidução tetnos: 
	
2' .2 > (r + 2).2 = 2r + 
	 (r + 3) + (r + 
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Corno ?" > 
—1, então r + 1 > 
 O. Assim: 
(r + + (r 1) > r + 3 =-
- (r + 1) + 2 
Desta forma, 
2(1+1)+1 > 
	 + 1) 1_ 2 
Logo, 2T > n + 2, Vrt > 
Prove que 1 2 + 22 + 32 + • • + n2 — 11. n F 2. 	 1)(2n + 1) Vn > 1. 6 	 ' n_ i
A indução é feita sobre n que e o wittier° de parcelas da soma. 
Primeiramente verifiquemos se a igualdade e válida para n 1 (parcela 1). 
A 1" parcela é 1. 
No segundo membro da iguald 
	
1(1 + 1)(2.1 + 1) 6
ade. 
6 	 6 
Logo, para n = I. a igualdade é válida. 
Suponhamos que a igualdade seja válida para n = k parcelas, k E N. 
1 2 + 22 + 32 + 	 k2 _  (A: 	 1.)(2k + 1)  
6 
Agora devemos provar que a igualdade é válida para n =-- k 1: 





2 	 k(k + 1)(2k 
	 + 1)  2 • =-••2 • .12 
	
+t) +••+k2 +(k + 1) 	 + (k +1)2 
luipt 	 6 de Induçii) 
k(k • I- 1)(2k -1 1) I- 6(k -i- 1) 2 	 (k 
-4 1)[(k(2k 4 1) 1 6(k 4 1)1  
6 	 6 
	
(k I 1 )(2k 2 1 k I 6k I 6) 	 (k 1 1)(k 1 2)(2k 
 1 3) 
 
	
6 	 6 
Portanto a igualdade é válida para 11 -- k + 1. 
Logo, 1 2 4- 22 + 32 + 	 71(n -I- 1)(2n + 1) . V77, > 1. 6 
	
3. Prove que 5 6 divisor de . 8" — 
	 > 1 
para ii i. terms: 8 1 — 3 1 — 5 
Logo, para 11=1 a proposição á válida. 
Suponha que a proposição 6 válida para n = 
 k, k E N. 
5 é divisor de 8k -- 3 k (ou seja, 8' 
 — 3k — 5x) 
Provemos que a proposição é válida para n k 	 isto 6, 
	
5 é divisor de 
	 — 3 k+' 
_ 3k 
	 (3k .3 ) 	 sk .(5 4_ 3) (3k .3) _ 
5.8k + 3.8k — 3.3 k — 5.8k + 3 (8k — 3k) 
Hipótese de Ind uçiio 
Tanto 5.8' quanto 3(8k — 3k ) é divisível por 5, portanto 5 é divisor de 8k± —3 k4- ‘ 
Logo, 5 é divisor de 8" — 3"; Vn > 1 
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Uma outra maneira de demonstrar este resultado, sern indução, seria analisando 
a diferença entre algarismo das unidades das potencias de 8 o 3, que será 5. 
Desta forma, pelo critério de divisibilidade por 5 estudado no capítulo 1, seção 
3, obteríamos o resultado desejado. 
4. Prove que n! > n2 ; VT/ > 4. 
Para r/ 4 ternos no primeiro membro 4! = 4.3.2.1 = 24. No segundo membro, 
42 
	 16. 
Logo, para n-4 a desigualdade. 6 válida. 
Suponha que a desigualdade 6 válida pa.ran k, isto 6, k! > k2 . 
Provemos que (k 1)! > (k 
 I  1) 2 , k > 4. 
De fato: 
(1;: 	 1)! = (k + 1)k! 
For hipótese de indução. temos, 
(k I- 1)k! > (k + 1)0 
Comok€Nek> 4, 0 > k 1, entho 
(k + 1)k2 > (k + 1)(k + 1) -- (k +1)2 
Ou seja, 
(k + 1.)! (k + 1)k! > (k + 1.)k2 > (k + 1)(k + 1) = (k + 1) 2 
Poranto, a desigualdade é válida para n — k + 1. 





10.1 Teorema de Pit Agoras 
O teorema de pitágoras é sem sombra de dúvida um dos resultados nials famosos 
 da 
matemática. Existem diversas demonstrações deste teorema. Dentre eles, uma das 
demonstrações mais simples foi escolhida: 
Eis o enunciado do teorema: Ern um triangulo 
 retângulo, o quadrado da hipotenusa 
o igual a sorna dos quadrados dos catetos: 
tira 10.1: c.2 = a2 	 .1)2 
51 
Nossa dernolistraçâo basear-se-6, 





O quadrado de lado a + b acima é composto por quatro triângulos retângulos de 
hipotenusa e e catetos a e be por um quadrado de lado e. 
Podemos expressar a Area deste quadrado de lado a + b de dues li)rmas: 
(i) Somando a area dos quatro triângulos retângulos e do quadrado de lado c: 
4. ( ) 1- ("2 
(2) elevando a + b ao quadrado: + h) 2 
Igualemos as duas formas de expressar a Area da figura anterior: 
a.b 4. 	 + c2 = (a+ b) 2 2 
Desenvolvendo ambos os membros, obtemos: 
2.a.b 	 c2 	 a2 	 2.a.b 
 1 112 
Somando o oposto de 2.a.b em ambos os membros, chegamos na iguldade desejada: 
0,2 	 b2 
• 
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10.2 Teorema de Tales 
Muitos livros didáticos trazem a demonstração deste teorema, porém, apenas para 
medidas racionais de segmentos. Então como provar o teorema para segmentas irra-
cionais? 
Eis o teorema: Se duas retas são transversais de ura feixe de paralelas, então a 
razão entre dois segmentos quaisquer de uma delas é igual a razão entre os respectivos 
segmentos correspondentes da outra. 
Para demonstrar este teorema, precisamos do seguinte lema: Sc duas retas seio 
transversais de um feixe de paralelas distintas. am segmento delas é (fividido em p 
partes congraentes entre si e pelos pontos de divisão sac conduzidas :to feixe, 
então o segmento correspondente da outra transversal: 
1. também é dividido em p partes. 
2. essas partes também são congruentes entrv si. 
Demonstração: 
Consideremos a figura abaixo: 
B 
O segmento AB e dividido ern p partes por retas do feixe de paralelas. Se NB' 
ficasse dividido em menos partes (ou mais) que AR, pelo menos duas retas do feixe 
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passariam por um mesmo ponto de AR (ou 	 contrariando o fato de ser tun feixe 
de paralelas. 
Logo NB' também é dividido em p partes. 
Consideremos agora a seguinte •figura: 
O segmento AB foi dividido em p pates de medida x. Para cada segmento de 
coloquemos segmentos de medida x de maneira que formemos triângulos (como 
na figura anterior). 
Estes segmentos de medida x formam um mesmo Angulo com as retas do feixe. de 
paralelas, isto 6, são congruentes. 
Esses segmentos de medida x são paralelos entre si. Se os prolongássemos, pode- 
ríamos perceber que a reta que contém o segmento A'B' é uma transeversal dc urn 
feixe de paralelas. Desta forma, o ângulo que Os segmentos de medida x formam com 
o segmento A'B' são ângulos correspondentes de retas paralelas cortadas por uma 
transversal, portanto silo congruentes. 
Pelo critério ALA, os triângulos de nossa figura são congruentes, logo as p partes 
do segmento A'B' são congruentes entre si. 
Agora provemos o teorema de Tales. 
it Se AB e CD são segmentos de uma transeversal e 	 e 	 respectivos 
AB .VB' 
segmentos correspondentes da outra, entdo 
D 	 D' 
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Demonstração: 
Primeiramente façamos a demonstração para segmentos de medidas comensuráveis. 
Como os segmentos AB e CD são comensurdveis, existe um 
 segmento x que é 
s tibmultiplo de AB e CD. 
AB p AB p.x e CD =- q.x, entho 
CD q 
Conduzindo retas do feixe pelas divisões de AR e C D, pelo lema provado anterior- 




CD C' Di 
Provemos agora o teorema para segmentos de medidas incomensuráveis, isto 6, no 
existe um segmento x que seja submúltiplo de AB e CD 
Vamos dividir o segmento AB em p segmentos de medida y. Façamos 0 mesmo corn 
o segmento CD. Então sobrará um pedaço pi em CD (obviamente pi é menor que p). 
Assim, CD ficará dividido em p segmentos de medida y mais um segmento 
 Pi 
Agora. dividamos Os segmentos AB e CD, inclusive p m , em segmentos que 
 meçam 
. Mesmo assim sobrara um pedaço em CD que chamaremos de. P2. 10 
Fazendo esta divisão sucessiva dos segmentos AB c CD, poderemos expressar a 
medida deste último segment() 
 da seguinte forma: 
1J 	 Y 	 Pi 	 P2 	 P3 
	
P2•Try2 	 + • • • = y. 	 + 	 + TÕT, + • 
	 = 
Observe que r é a representação decimal de um número irracional. 
AB p Assim, AB — py e CD — r.y conseqüentemente 	 — 
CD r 	  
Da mesma forma, pet() lema provado anteriormente, temos que NB' =p.gi e CD ---- 
p 




Logo — 	  
— CD CID' 
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10.3 Soma dos Ângulos Internos de um Polígono 
Convexo 
A soma dos ângulos internos de um polígono convexo é expressa por S --= 180.(n — 2). 
Mas, primeiramente, o que é um polígono convexo? 
Um polígono é convexo se, quaisquer que sejam os pontos X e Y do seu interior, 
o segmento de reta XY está inteiramente contido em seu interior. Na seguinte figura 
temos urn exemplo de polígonos convexo c côncavo respectivamente: 
Agora provemos que a soma dos 
 ângulos internos de um polígono convexo é igual 
a S =- 180.(n — 2): 
Observemos a seguinte figura: 
Suponhamos que este seja nosso  polígono de n lados. Queremos descobrir a soma 
dos ângulos 11 , /2 , /3 , •.., 
Coloquemos um ponto interior no polígono dado e liguemos este ponto a todos os 




A soma. de todos os 
 ângulos dos it triângulos é igual a n.180°. Os ângulos com vértice 
no panto interior ao polígono 
 somam 360°. Subtaiudo este valor da sorna dos 
 ângulos 
 
dos n triângulos, sobrará apenas a soma que almejamos: S„ = 1 1 12 i 13 ...1 Iff 
Logo, S„ -= n.180 — 360 S„ = 180.(n — 2). 
10.4 Soma dos Ângulos Externos de um Polígono 
 
Convexo 
Anteriormente encontramos o 
	 da soma dos ângulos internos de um polígono con- 
vexo. Nosso objetivo agora ti encontrar o valor da soma dos ângulos externos deste 
tipo de polígono. 
 
Primeiramente, dado urn Angulo interno de um polígono convexo, o ângulo externo 
este angulo vai ser o suplemento do augulo interno. 
Provemos que a soma dos ângulos externos de um 
 polígono convexo qualquer é igual 
a 36(r. 
Demonstração: Sejam i 1 , i. i 3 .••  in os ângulos internos e e l , e,, e3 . - , en os 
ittigulos externos de um polígono convexo de Tf- lados. 
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Entiro, temos: 
i t 180" 
i 2 1800 
180' 
i n 180" 
Se -I Si 	 n.180° 
Corno Si 1800( 77 
 — 2), tomos 
180"(n — 2) = n.180" = S + .n.180" — 360" n.180" 
Logo, 




Nz:to há dúvidas de que aprendi muito corn este trabalho, tanto no que diz respeito 
conhecimento matemático quanto na produção de um material de cunho cientifico. 
Aprendi muitas demonstrações que não tinha visto na graduação e creio que este 
trabalho pode ser útil para nós, futuros educadores do ensino fundamental e m6dio. 
Estou convencido de que a exposição de demonstrações deve fazer parte das aulas 
de matemática e assim explorar o potencial de raciocínio dos alunos, o que não imagino 
que possa acontecer da forma com que a 
 matemática é Minada nos dias de hoje. 
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